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Resumen
Los problemas inversos para ecuaciones diferenciales no lineales aparecen
en diferentes campos de la ciencia, como por ejemplo en la transferencia
de calor, en f´ısico–qu´ımica, f´ısica del plasma e hidrolog´ıa. Este trabajo
esta´ dedicado a la demostracio´n del teorema de unicidad de la solucio´n
de un problema de identificacio´n.
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1 Introduccio´n
Una de las condiciones importantes para la solucio´n de problemas en las dife-
rentes a´reas de la ciencia y la tecnolog´ıa contempora´neos es la asimilacio´n y
profundizacio´n de temas modernos de la matema´tica aplicada. Entre ellos se
encuentran los relacionados con los llamados problemas inversos. En este tra-
bajo se considera un problema inverso que consiste en identificar el coeficiente
cine´tico trave´s de los resultados de un experimento dina´mico. En calidad de
informacio´n suplementaria para la determinacio´n de la caracter´ı stica se em-
plea una curva dina´mica de salida, esto es, la concentracio´n del gas a la salida
de la columna en un punto. El problema inverso se plantea para el modelo
matema´tico de sorcio´n dina´mica con cine´tica de difusio´n mixta [6].
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2 Formulacio´n del problema inverso
Consideremos el modelo matema´tico del proceso de sorcio´n dina´mica con cine´
tica de difusio´n mixta:
νux + β(a)u = β(a)F (v), (x, t) ∈ QT , (2.1)
at = β(a)(u− F (v)), (x, t) ∈ QT , (2.2)
vt + γv = γa+ λβ(a)u− λβ(a)F (v), (x, t) ∈ QT , (2.3)
u(0, t) = µ(t), 0 ≤ t ≤ T, (2.4)
a(x, 0) = v(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l, (2.5)
donde λ =
1
α0
, ν, γ son constantes positivas, la funcio´n F (ξ) es la funcio´n
inversa a la isoterma f(ξ); QT = {(x, t) : 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T}.
Supongamos que la funcio´n µ(t) satisface las condiciones
µ ∈ C1[0, t], µ(0) = 0, µ′(t) ≥ 0, t ∈ [0, t], (2.6)
F ∈ C1(−∞,∞), F (0) = 0,
F (+∞) > F (µ(T )); 0 < F ′(ξ) < c, c = const. (2.7)
Supo´ngase que la funcio´n β(ξ) que aparece en las ecuaciones (2.1)–(2.3) es
desconocida y se debe identificar a trave´s de informacio´n complementaria sobre
la solucio´n del problema. Sean las constantes γ, λ, ν conocidas, y para t ∈ [0, T ]
se conocen las funciones µ(t),
g(t) = u(l, t), 0 ≤ t ≤ T, (2.8)
y la funcio´n inversa de la isoterma F (ξ). Se deben determinar las funciones
β(ξ), u(x, t), a(x, t), v(x, t) que satisfacen las ecuaciones (2.1)–(2.5), (2.8).
El estudio del problema inverso (2.1)–(2.5), (2.8) esta´ basado en el empleo de
algunas propiedades de la solucio´n del problema (2.1)–(2.5). En forma ana´loga
como se hizo en [6], se demuestran los siguientes resultados.
Teorema 2.1. Supo´ngase que las funciones µ(t) y F (ξ) satisfacen las condi-
ciones (2.6) y (2.7), y que β(ξ) satisface la condicio´n
β ∈ C1(−∞,∞), β(0) = 0; 0 ≤ β′(ξ) ≤ L,
para ξ ∈ (−∞,∞). Entonces existe una u´nica solucio´n del problema (2.1)–
(2.5) y las funciones u,a, v ∈ C1[QT ]. Adema´s,
ut(x, t) > 0, at(x, t) > 0, vt(x, t) > 0, (x, t) ∈ Q0T , (2.9)
ux(x, t) < 0, ax(x, t) < 0, vx(x, t) < 0, (x, t) ∈ Q0T , (2.10)
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donde Q0T = {(x, t) : 0 ≤ x ≤ l, 0 < t ≤ T}.
Corolario 2.1. Si las funciones u(x, t), a(x, t), v(x, t) son soluciones del prob-
lema (2.1)–(2.5) y se satisfacen las condiciones (2.6)–(2.7), y F (+∞) > µ(T ),
entonces para cualquier τ ∈ (0, T ] en Qτ son va´lidas las siguientes desigual-
dades:
0 ≤ u(x, t) ≤ u(0, τ) = µ(τ), (2.11)
0 ≤ a(x, t) ≤ a(0, τ), (2.12)
0 ≤ v(x, t) ≤ f(u(x, t)) ≤ f(µ(τ)). (2.13)
Demos la definicio´n de solucio´n del problema inverso del problema (2.1)–(2.5),
(2.8).
Definicio´n 2.1. El conjunto de funciones {β(ξ), u(x, t), a(x, t), v(x, t)} se llama
solucio´n del problema inverso (2.1)–(2.5), (2.8), si
β ∈ C1(−∞,∞), β(0) = 0, 0 ≤ β′(ξ) ≤ L (2.14)
para ξ ∈ (−∞,∞), L es una constante, u(x, t), a(x, t), v(x, t) ∈ C1[QT ] y las
funciones β(ξ), u(x, t), a(x, t), v(x, t) satisfacen (2.1)–(2.5), (2.8).
2.1 Unicidad de la solucio´n
Para el problema inverso (2.1)–(2.5), (2.8) demostremos el teorema de unicidad
de la solucio´n, suponiendo que la funcio´n β(ξ) es conocida para valores lo
suficientemente pequen˜os de su argumento.
Teorema 2.2. Supongamos que la funcio´n µ(t) satisface la condicio´n
µ ∈ C1[0, T ], µ(0) = 0, µ′(t) > 0, t ∈ [0, T ], (2.15)
y la funcio´n F (ξ) satisface
F ∈ C1(−∞,∞), F (0) = 0,
F (+∞) > F (µ(T )); 0 < F ′(ξ) < c, c = const. (2.16)
Entonces, si βi(ξ), ui(x, t), ai(x, t), vi(x, t), con i = 1, 2, son soluciones del
problema inverso (2.1)–(2.5), (2.8), y existe un ξ0 > 0 tal que β1(ξ) = β2(ξ)
para ξ ∈ [0, ξ0], se tendra´ u1(x, t) = u2(x, t), a1(x, t) = a2(x, t), v1(x, t) =
v2(x, t) en QT , y β1(ξ) = β2(ξ) para ξ ∈ [0, a2(0, T )].
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Demostracio´n. Sean βi(ξ), ui(x, t), ai(x, t), vi(x, t), para i = 1, 2, soluciones
del problema inverso (2.1)–(2.5), (2.8). Supongamos que a1(0, T ) ≤ a2(0, T ).
Introduciendo las funciones
q(x, t) = u1(x, t)− u2(x, t), p(x, t) = a1(x, t)− a2(x, t),
w(x, t) = v1(x, t)− v2(x, t), z(ξ) = β1(ξ)− β2(ξ),
se desprende de (2.1)–(2.5), (2.8) que el conjunto de las funciones {q(x, t), p(x, t),
w(x, t)} es la solucio´n del problema
νqx + b(x, t)q = z(a2(x, t))g(x, t) + r(x, t)p+A(x, t)w, (2.17)
pt + r(x, t)p = b(x, t)q − z(a2(x, t))g(x, t)−A(x, t)w, (2.18)
wt +B(x, t)w = c(x, t)p+ λb(x, t)q − λz(a2(x, t))g(x, t), (2.19)
q(0, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T, (2.20)
p(x, 0) = w(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l, (2.21)
donde
A(x, t) = β2(a2(x, t))
∫ 1
0
F ′[v2(x, t)) + θ(v1(x, t)− v2(x, t))]dθ,
g(x, t) = F (v1(x, t))− a1(x, t),
r(x, t) = g(x, t)
∫ 1
0
β′1[a2(x, t) + θ(a1(x, t)− a2(x, t))]dθ,
b(x, t) = β2(a2(x, t)),
c(x, t) = γ − λr(x, t),
B(x, t) = γ + λA(x, t).
Integrando las ecuaciones (2.17), (2.18) con las condiciones (2.20), (2.21),
obtenemos
q(x, t) =
1
ν
∫ x
0
exp
{
−1
ν
∫ x
h
b(s, t)ds
}
z(a2(h, t))g(h, t)dh
+
1
ν
∫ x
0
exp
{
−1
ν
∫ x
h
b(s, t)ds
}
A(h, t)w(h, t)dh
+
1
ν
∫ x
0
exp
{
−1
ν
∫ x
h
b(s, t)ds
}
r(h, t)p(h, t)dh,
(2.22)
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p(x, t) = −
∫ t
0
exp
{
−
∫ t
τ
r(x, θ)dθ
}
z(a2(x, τ))g(x, τ)dτ
−
∫ t
0
exp
{
−
∫ t
τ
r(x, θ)dθ
}
b(x, τ)q(x, τ)dτ
−
∫ t
0
exp
{
−
∫ t
τ
r(x, θ)dθ
}
A(x, τ)w(x, τ)dτ.
(2.23)
Reemplazando (2.23) en (2.22) tenemos
q(x, t) =
=
1
ν
∫ x
0
exp
{
−1
ν
∫ x
h
b(s, t)ds
}
z(a2(h, t))g(h, t)dh
+
1
ν
∫ x
0
exp
{
−1
ν
∫ x
h
b(s, t)ds
}
A(h, t)w(h, t)dh
− 1
ν
∫ t
0
∫ x
0
exp
{
−1
ν
∫ x
h
b(s, t)ds−
∫ t
τ
r(x, θ)dθ
}
r(h, τ)z(a2(h, τ))g(h, τ)dhdτ
− 1
ν
∫ t
0
∫ x
0
exp
{
−1
ν
∫ x
h
b(s, t)ds−
∫ t
τ
r(x, θ)dθ
}
r(h, τ)b(h, τ)q(h, τ)dhdτ
− 1
ν
∫ t
0
∫ x
0
exp
{
−1
ν
∫ x
h
b(s, t)ds−
∫ t
τ
r(x, θ)dθ
}
r(h, τ)A(h, τ)w(h, τ)dhdτ.
(2.24)
Representemos por R1(x, t, h, τ) la resolvente respecto al nu´cleo
1
ν
exp {−1
ν
∫ x
h
b(s, t)ds−
∫ t
τ
r(x, θ)dθ}r(h, τ)b(h, τ)
de la ecuacio´n de Volterra. Entonces (2.24) se puede escribir de la forma
q(x, t) = f1(x, t) + f2(x, t)
+
∫ t
0
∫ x
0
R1(x, t, h, τ) (f1(h, τ) + f2(h, τ)) dhdτ,
(2.25)
donde
f1(x, t) =
1
ν
∫ x
0
exp
{
−1
ν
∫ x
h
b(s, t)ds
}
z(a2(h, t))g(h, t)dh
− 1
ν
∫ t
0
∫ x
0
H(x, h, t, τ)r(h, τ)z(a2(h, τ))g(h, τ)dhdτ,
(2.26)
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f2(x, t) =
1
ν
∫ x
0
exp
{
−1
ν
∫ x
h
b(s, t)ds
}
A(h, t)w(h, t)dh
− 1
ν
∫ t
0
∫ x
0
H(x, h, t, τ)r(h, τ)A(h, τ)w(h, τ)dhdτ
(2.27)
y
H(x, h, t, τ) =
1
ν
exp
{
−1
ν
∫ x
h
b(s, t)ds−
∫ t
τ
r(x, θ)dθ
}
.
Reemplazando (2.25) en (2.23) obtenemos
p(x, t) = −
∫ t
0
exp
{
−
∫ t
τ
r(x, θ)dθ
}
z(a2(x, τ))g(x, τ)dτ
+
∫ t
0
exp
{
−
∫ t
τ
r(x, θ)dθ
}
f1(x, τ)b(x, τ)dτ
+
∫ t
0
exp
{
−
∫ t
τ
r(x, θ)dθ
}
b(x, τ)f2(x, τ)dτ
+
∫ t
0
exp
{
−
∫ t
τ
r(x, θ)dθ
}
b(x, τ)×
×
[∫ t
0
∫ x
0
R1(x, t, h, η) (f1(h, η) + f2(h, η)) dhdη
]
−
∫ t
0
exp
{
−
∫ t
τ
r(x, θ)dθ
}
A(x, τ)w(x, τ)dτ.
(2.28)
Cambiando el orden de integracio´n y denotando por
B1(x, h, t, τ) =
∫ t
τ
exp {−
∫ t
η
r(x, θ)dθ}R1(x, t, h, η)b(x, η)dη,
obtenemos
p(x, t) = −
∫ t
0
exp
{
−
∫ t
τ
r(x, θ)dθ
}
z(a2(x, τ))g(x, τ)dτ
+
∫ t
0
exp
{
−
∫ t
τ
r(x, θ)dθ
}
f1(x, τ)b(x, τ)dτ
+
∫ t
0
exp
{
−
∫ t
τ
r(x, θ)dθ
}
b(x, τ)f2(x, τ)dτ
+
∫ t
0
∫ x
0
B1(x, t, h, τ) (f1(h, τ) + f2(h, τ)) dhdτ
−
∫ t
0
exp
{
−
∫ t
τ
r(x, θ)dθ
}
A(x, τ)w(x, τ)dτ.
(2.29)
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Reemplazando (2.25) y (2.29) en (2.19), e integrando y haciendo los respectivos
cambios de variables de integracio´n, tenemos la siguiente ecuacio´n para la
funcio´n w(x, t):
w(x, t) =
=
∫ t
0
g1(x, t, τ)g(x, τ)z(a2(x, τ))dτ +
∫ t
0
g1(x, t, τ)b(x, τ)f1(x, τ)dτ
+
∫ t
0
g1(x, t, τ)b(x, τ)f2(x, τ)dτ +
∫ t
0
∫ x
0
g2(x, t, ξ, τ)f1(ξ, τ)dξdτ
+
∫ t
0
∫ x
0
g2(x, t, ξ, τ)f1(ξ, τ)dξdτ −
∫ t
0
g1(x, t, τ)A(x, τ)w(x, τ)dτ
− λ
∫ t
0
exp
{
−
∫ t
τ
B(x, θ)dθ
}
z(a2(x, τ))g(x, τ)dτ
+ λ
∫ t
0
exp
{
−
∫ t
τ
B(x, θ)dθ
}
b(x, τ)f1(x, τ)dτ
+ λ
∫ t
0
exp
{
−
∫ t
τ
B(x, θ)dθ
}
b(x, τ)f2(x, τ)dτ,
(2.30)
donde
g1(x, t, τ) =
∫ t
τ
exp
{
−
∫ t
η
B(x, θ)dθ
}
exp
{
−
∫ η
τ
r(x, θ)dθ
}
c(x, η)dη,
g2(x, t, ξ, τ) =
∫ t
τ
exp
{
−
∫ t
η
B(x, θ)dθ
}
[c(x, η)B1(x, t, ξ, τ) + λb(x, η)R1] dη.
Reemplazando (2.27) en (2.30), tenemos:
w(x, t) =
= G1(x, t) +
∫ t
0
g3(x, t, τ)b(x, τ)×
[
−
∫ t
0
∫ x
0
H(x, τ , ξ, θ)r(ξ, θ)×
×A(ξ, θ)w(ξ, θ)dξdθ + 1
ν
∫ x
0
exp
{
−1
ν
∫ x
ξ
b(s, τ)ds
}
A(ξ, τ)w(ξ, τ)dξ
]
dτ
+
∫ t
0
∫ x
0
h1(x, t, ξ, τ)×
[∫ ξ
0
∫ τ
0
H(ξ, κ, τ , θ)r(κ, θ)A(κ, θ)w(κ, θ)dθdκ
+
1
υ
∫ ξ
0
exp
{
−1
ν
∫ ξ
κ
b(s, τ)ds
}
A(κ, τ)w(x, τ)dκ
]
dτdξ
−
∫ t
0
g1(x, t, τ)A(x, τ)w(x, τ)dτ,
(2.31)
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donde
g3(x, t, τ) = g1(x, t, τ) + λ exp
{
−
∫ t
τ
B(x, θ)dθ
}
,
h1(x, t, ξ, τ) = g2(x, t, ξ, τ) + λ exp
{
−
∫ t
τ
B(x, θ)dθ
}
y
G1(x, t) =
=
∫ t
0
g3(x, t, τ)g(x, τ)z(a2(x, τ))dτ +
∫ t
0
g3(x, t, τ)b(x, τ)f1(x, τ)dτ
+
∫ t
0
∫ x
0
h1(x, t, ξ, τ)f1(ξ, τ)dξdτ .
Cambiando los o´rdenes de integracio´n en la anterior expresio´n obtenemos
w(x, t) = G1(x, t)−
−
∫ t
0
∫ x
0
[∫ t
θ
H(x, τ , ξ, θ)r(ξ, θ)A(ξ, θ)g3(x, t, τ)b(x, τ)dτ
]
w(ξ, θ)dξdθ
+
1
ν
∫ t
0
∫ x
0
g3(x, t, τ)b(x, τ) exp
{
−1
ν
∫ x
ξ
b(s, τ)ds
}
A(ξ, τ)w(ξ, τ)dξdτ
+
∫ t
0
∫ x
0
[∫ x
κ
∫ t
θ
H(ξ, κ, τ , θ)h1(x, t, ξ, τ)r(κ, θ)dτdξ
]
A(κ, θ)w(κ, θ)dθdκ
+
1
υ
∫ x
0
∫ t
0
[∫ x
κ
h1(x, t, ξ, τ) exp {−1
ν
∫ ξ
κ
b(s, τ)ds}dξ
]
A(κ, τ)w(x, τ)dτdκ
−
∫ t
0
g1(x, t, τ)A(x, τ)w(x, τ)dτ.
(2.32)
En forma final podemos escribir
w(x, t) =
= G1(x, t) +
∫ t
0
∫ x
0
B2(x, t, ξ, τ)r(ξ, θ)A(ξ, τ)w(ξ, τ)dξdτ
−
∫ t
0
g1(x, t, τ)A(x, τ)w(x, τ)dτ,
(2.33)
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donde
B2(x, t, ξ, τ) =
= −
∫ t
τ
H(x, τ , ξ, θ)r(ξ, τ)g3(x, t, θ)b(x, θ)dθ
+
1
ν
g3(x, t, τ)b(x, τ) exp
{
−1
ν
∫ x
ξ
b(s, τ)ds
}
−
∫ x
ξ
∫ t
τ
H(κ, θ, ξ, τ)h1(x, t, ξ, θ)r(κ, θ)dθdκ
+
1
υ
∫ x
ξ
h1(x, t, κ, τ) exp
{
−1
ν
∫ ξ
κ
b(s, τ)ds
}
dκ
Usando la resolvente del nu´cleo −g1(x, t, τ)A(x, τ), llamada R2(x, t, τ), obte-
nemos:
w(x, t) =
= G1(x, t) +
∫ t
0
R2(x, t, τ)G1(x, t)dτ
+
∫ t
0
∫ x
0
B2(x, t, ξ, τ)A(ξ, τ)w(ξ, τ)dξdτ
+
∫ t
0
[
R2(x, t, τ)
∫ τ
0
∫ x
0
B2(x, t, ξ, θ)A(ξ, θ)w(ξ, θ)dξdθ
]
dτ.
(2.34)
Cambiando el orden de integracio´n en la u´ltima integral de la ecuacio´n anterior
tenemos:
w(x, t) =
= G1(x, t) +
∫ t
0
R2(x, t, τ)G1(x, τ)dτ
+
∫ t
0
∫ x
0
B2(x, t, ξ, τ)A(ξ, τ)w(ξ, τ)dξdτ
+
∫ t
0
∫ x
0
∫ t
τ
R2(x, t, τ)B2(x, ξ, t, θ)w(ξ, θ)dθdξdτ .
(2.35)
De aqu´ı, haciendo
B3(x, t, ξ, τ) = B2(x, t, ξ, τ)A(ξ, τ) +A(ξ, τ)
∫ t
τ
R2(x, t, θ)B2(x, θ, ξ, τ)dθ,
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se obtiene
w(x, t) = G1(x, t) +
∫ t
0
R2(x, t, τ)G1(x, τ)dτ
+
∫ t
0
∫ x
0
B3(x, t, ξ, τ)w(ξ, τ)dξdτ .
(2.36)
Resolviendo la ecuacio´n (2.36) con ayuda de la resolvente R3(x, t, ξ, τ) del
nu´cleo B3(x, t, ξ, τ), se tiene:
w(x, t) = G1(x, t) +
∫ t
0
R2(x, t, τ)G1(x, τ)dτ
+
∫ t
0
∫ x
0
R3(x, t, ξ, τ)G1(ξ, τ)dξdτ
+
∫ t
0
∫ x
0
R3(x, t, ξ, τ)
∫ τ
0
R2(x, t, θ)G1(ξ, θ)dθdξdτ .
Ahora, cambiando el orden de integracio´n en la integral triple y haciendo
R4(x, h, t, τ) = R3(x, t, ξ, τ) +
∫ t
τ
R3(x, t, ξ, θ)R2(x, θ, τ)dθ,
tenemos
w(x, t) = G1(x, t) +
∫ t
0
R2(x, t, τ)G1(x, τ)dτ
+
∫ t
0
∫ x
0
R4(x, t, ξ, τ)G1(ξ, τ)dξdτ .
(2.37)
Reemplazando esta expresio´n en (2.27), y luego en (2.25) obtenemos
f2(x, t) =
=
1
ν
∫ x
0
exp
{
−1
ν
∫ x
h
b(s, t)ds
}
A(ξ, t)
[
G1(ξ, t) +
∫ t
0
R2(ξ, t, τ)G1(ξ, τ)dτ
+
∫ t
0
∫ ξ
0
R4(ξ, t, κ, τ)G1(κ, τ)dκdτ
]
dξ
− 1
ν
∫ t
0
∫ x
0
H(x, t, ξ, τ)r(ξ, τ)A(ξ, τ)
[
G1(ξ, τ) +
∫ τ
0
R2(ξ, τ , θ)G1(ξ, θ)dτ
+
∫ τ
0
∫ ξ
0
R4(ξ, τ , κ, θ)G1(κ, θ)dκdθ
]
dτdξ.
(2.38)
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Cambiando los l´ımites de integracio´n y denotando
B4(x, t, ξ, τ) = −H(x, t, ξ, τ)r(ξ, τ)A(ξ, τ)−
∫ t
τ
R2(ξ, θ, τ)H(x, t, ξ, θ)×
× r(ξ, θ)A(ξ, θ)dθ −
∫ x
ξ
∫ t
τ
R4(κ, θ, ξ, τ)H(x, κ, t, θ)r(κ, θ)×
×A(κ, θ)dθdκ+ 1
ν
exp
{
−1
ν
∫ x
ξ
b(s, t)ds
}
A(ξ, t)R2(ξ, t, τ)
+
1
ν
∫ x
ξ
exp
{
−1
ν
∫ x
ξ
b(s, t)ds
}
A(ξ, t)R4(κ, t, ξ, τ)dκ,
podemos escribir (2.38) como
f2(x, t) =
∫ t
0
∫ x
0
B4(x, t, ξ, τ)G1(ξ, τ)dξdτ
+
1
ν
∫ x
0
exp
{
−1
ν
∫ x
ξ
b(s, t)ds
}
A(ξ, t)G1(ξ, t)dξ.
Reemplazando el valor para G1(x, t) en la anterior expresio´n tenemos
f2(x, t) =
=
∫ t
0
∫ x
0
B4(x, t, ξ, τ)
[∫ τ
0
g3(ξ, τ , θ)g(ξ, θ)z(a2(ξ, θ))dθ
+
∫ τ
0
g3(ξ, τ , θ)b(ξ, θ)f1(ξ, θ)dθ +
∫ ξ
0
∫ τ
0
h1(ξ, τ , κ, θ)f1(κ, θ)dθdκ]dτdξ
+
1
ν
∫ x
0
exp
{
−1
ν
∫ x
ξ
b(s, t)ds
}
A(ξ, t)
[∫ t
0
g3(ξ, t, τ)g(ξ, τ)z(a2(ξ, τ))dτ
+
∫ t
0
g3(ξ, t, τ)b(ξ, τ)f1(ξ, τ)dτ
∫ ξ
0
∫ t
0
h1(ξ, t, κ, τ)f1(κ, τ)dτdκ
]
dξ.
Haciendo los cambios de variables de integracio´n, la anterior expresio´n puede
ser escrita de la forma
f2(x, t) =
∫ t
0
∫ x
0
B5(x, t, ξ, τ)z(a2(ξ, τ))dξdτ
+
∫ t
0
∫ x
0
B6(x, t, ξ, τ)f1(ξ, t)dξ,
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donde
B5(x, t, ξ, τ) =
∫ t
τ
B4(x, t, ξ, θ)g3(ξ, θ, τ)g(ξ, τ)dθ
+
1
ν
exp
{
−1
ν
∫ x
ξ
b(s, t)ds
}
A(ξ, t)g3(ξ, t, τ)g(ξ, t),
B6(x, t, ξ, τ) =
∫ t
τ
B4(x, t, ξ, θ)g3(ξ, θ, τ)b(ξ, τ)dθ
+
∫ t
τ
∫ x
ξ
B4(x, t, κ, θ)h1(κ, θ, ξ, τ)dθdκ
+
1
ν
exp
{
−1
ν
∫ x
ξ
b(s, t)ds
}
g3(ξ, t, τ)b(ξ, t)
+
1
ν
∫ x
ξ
exp
{
−1
ν
∫ x
ξ
b(s, t)ds
}
A(κ, t)h1(κ, t, ξ, τ).dκ
Reemplazando en (2.25), tenemos
q(x, t) =
= f1(x, t) +
∫ x
0
∫ t
0
B5(x, t, ξ, τ)z(a2(ξ, τ))dτdξ
+
∫ x
0
∫ t
0
R1(x, t, ξ, τ)f1(ξ, τ)dτdξ
+
∫ x
0
∫ t
0
B6(x, ξ, t, τ)f1(ξ, τ)dξdξ
+
∫ x
0
∫ t
0
R1(x, t, ξ, τ)
[∫ ξ
0
∫ τ
0
B5(ξ, τ , κ, θ)z(a2(κ, θ))dθdκ
+
∫ ξ
0
∫ τ
0
B6(ξ, τ , κ, θ)f1(κ, θ)dθdκ
]
dτdξ.
(2.39)
Introduciendo
B7(x, ξ, t, τ) =
= B5(x, ξ, t, τ) +
∫ x
ξ
∫ t
τ
R1(x, t, κ, θ)B5(κ, θ, ξ, τ)dθdκ+B8(x, ξ, t, τ)
= R1(x, ξ, t, τ) +B6(x, ξ, t, τ) +
∫ x
ξ
∫ t
τ
R1(x, t, κ, θ)B6(κ, θ, ξ, τ)dθdκ,
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y cambiando el orden de integracio´n en (2.39), tenemos
q(x, t) = f1(x, t) +
∫ x
0
∫ t
0
B7(x, t, ξ, τ)z(a2(ξ, τ))dτdξ
+
∫ x
0
∫ t
0
B8(x, ξ, t, τ)f1(ξ, τ)dτdξ.
(2.40)
Por u´ltimo se reemplaza (2.26) en (2.40):
q(x, t) =
1
ν
∫ x
0
exp
{
−1
ν
∫ x
ξ
b(s, t)ds
}
z(a2(ξ, t))g(ξ, t)dξ
− 1
ν
∫ t
0
∫ x
0
H(x, ξ, t, τ)r(ξ, τ)z(a2(ξ, τ))g(ξ, τ)dξdτ
+
∫ x
0
∫ t
0
B7(x, t, ξ, τ)z(a2(ξ, τ))dτdξ
+
∫ x
0
∫ t
0
B8(x, ξ, t, τ)
[
1
ν
∫ ξ
0
exp
{
−1
ν
∫ ξ
κ
b(s, τ)ds
}
z(a2(κ, τ))g(κ, τ)dκ
+
1
ν
∫ τ
0
∫ ξ
0
H(ξ, τ , κ, θ)r(κ, θ)z(a2(κ, θ))g(κ, θ)dκdθ
]
dτdξ;
realizando los cambios de variables tenemos
q(x, t) =
1
ν
∫ x
0
exp
{
−1
ν
∫ x
0
r(s, t)ds
}
z(a2(ξ, τ))g(ξ, τ)dξ
+
∫ x
0
∫ t
0
B9(x, ξ, t, τ)z(a2(ξ, τ))g(ξ, τ)dτdξ,
(2.41)
donde
B9(x, ξ, t, τ) = −1
ν
H(x, ξ, t, τ)r(ξ, τ) +B7(x, t, ξ, τ)
+
1
ν
∫ x
ξ
B8(x, t, κ, τ) exp
{
−1
ν
∫ κ
ξ
b(s, τ)ds
}
dκ
− 1
ν
∫ t
τ
∫ x
ξ
B8(x, t, κ, θ)H(κ, θ, ξ, τ)r(ξ, τ)]dκdθ.
Haciendo en esta igualdad x = l y teniendo la condicio´n (2.8), tenemos
0 =
1
ν
∫ l
0
exp
{
−1
ν
∫ l
0
r(s, t)ds
}
z(a2(ξ, τ))g(ξ, t)dξ
+
∫ l
0
∫ t
0
B10(ξ, t, τ)z(a2(ξ, τ))g(ξ, τ)dτdξ,
(2.42)
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donde la funcio´n
B10(ξ, t, τ) = B9(l, ξ, t, τ)
tiene primeras derivadas parciales continuas para ξ ∈ [0, l], 0 ≤ τ ≤ t ≤ T .
Definamos la magnitud T0 como la ra´ız de la ecuacio´n a2(0, T0) = ε. Puesto
que en Ql,To se cumple la desigualdad 0 ≤ a2(x, t) < a2(0, T0) = ε para
0 ≤ x ≤ l, y t ∈ [0, T0], entonces z(a2(x, t)) = 0 para (x,t) ∈ Ql,T0 , por lo
tanto en (2.42) tenemos
0 =
∫ l
0
h(l, ξ, t)z (a2(ξ, t)) dξ
+
∫ t
T0
∫ l
0
B(ξ, t, τ)z (a2(ξ, τ)) dξdτ , t ∈ [T0, T ],
(2.43)
donde
h(l, ξ, t) =
1
ν
exp
{
−1
ν
∫ l
0
r(s, t)ds
}
g(ξ, t),
B(ξ, t, τ) = B10(ξ, t, τ)g(ξ, τ).
De la desigualdad (2.10) para la funcio´n a2(x, t) se desprende que para cualquier
t ∈ (0, T ] la funcio´n a2(x, t) decrece mono´tonamente respecto a x. Haciendo
en la primera integral que aparece en (2.43) el cambio de variable η = a2(ξ, t),
obtenemos
0 =
∫ a2(0,t)
a2(l,t)
h(l, y(η, t), t)z(η)
(
∂a2
∂x
(y(η, t), t)
)−1
dη
+
∫ t
t0
∫ a2(0,t)
a2(l,t)
B(y(η, t), t, τ)z(a2(η)
(
∂a2
∂x
(y(η, t), t)
)−1
dξdτ ,
T0 ≤ t ≤ T,
(2.44)
donde y(η, t) es la funcio´n inversa a a2(ξ, t).
Tomemos como T1 la ra´ız de la ecuacio´n a2(l, t) = a2(0, T0). Empleando la
igualdad a cero de la funcio´n z( ξ) = 0 para ξ ∈ [0, a2(0, T0)], e introduciendo
la variable θ = a2(0, t), obtenemos la ecuacio´n∫ θ
a2(0,T0)
N(θ, η)z(η)dη = 0, θ ∈ [a2(0, T0), a2(0, T1), (2.45)
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donde
N(θ, η) = h(l, y(η, t), a−12 (θ))
(
∂a2
∂x
(y(η, t), a−12 (θ))
)−1
+
∫ t
T0
B(y(η, t), a−12 (θ), τ)
(
∂a2
∂x
(y(η, t), a−12 (θ))
)−1
.
La ecuacio´n (2.45) es una ecuacio´n de Volterra de primera clase. Derivando
(2.45) respecto a θ y teniendo en cuenta que la funcio´n N(θ, η) tiene primera
derivada continua respecto a θ, tenemos una ecuacio´n de Volterra de segunda
clase para la funcio´n z(η).
Por consiguiente
z(ξ) = 0, cuando ξ ∈ [a2(0, T0), a2(0, T1)].
Definiendo la magnitud T2 como la ra´ız de la ecuacio´n a2(l, t) = a2(0, T1)
en el caso a2(0, T1) < a2(l, T ) y tomando T2 = T para a2(0, T1) ≥ a2(l, T ),
ana´logamente como se hizo anteriormente obtenemos que z(ξ) = 0 para ξ ∈
[0, a2(0, T2)]. Puesto que ax(x, t) ≤ const < 0 para 0 ≤ x ≤ l, T0 ≤ t ≤ T ,
entonces continuando con el proceso semejante obtenemos en un nu´mero finito
de pasos que z(ξ) = 0 para ξ ∈ [0, a2(0, T )]. En virtud que en QT se cumple
la desigualdad 0 ≤ a2(x, t) ≤ a2(0, T ), entonces z(a2(x, t)) = 0 en QT , y de
(2.41) obtenemos que u1(x, t) = u2(x, t) en QT . De esta igualdad y de la
ecuacio´n (2.37) obtenemos que v1(x, t) = v2(x, t) en QT . De la representacio´n
para p(x, t) y z(a2(x, t)) = 0, u1(x, t) = u2(x, t), v1(x, t) = v2(x, t) en QT , se
desprende que a1(x, t) = a2(x, t) en QT .
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